
2

　これからの数学で重要になるキーワードは？

　「活用」である．

　数学が，定量的なものから定性的なものに変わる，とも言えるかも知れ
ない．厳密な論証による正しい数学が不要になるわけではないが，実用面
では納得できる説明ができれば十分であることも多い．

　本質的な数学理解に基づく定性的なアプローチ．

　本書で最も重視している視点である．特に，グラフについては丁寧に扱っ
ている．

　「解法を定着させる」というこれまでの数学参考書・問題集とはまっ
たく違う思想に基づいて本書は作られている．網羅的な勉強をするの
には全く向かないから，他の参考書・問題集を使用していただきたい．
「活用」をキーワードに，「難しくはないが答えにくい問題」を取り上げて
いる．表面的な問題ではなく，数学を深く理解し，正しくイメージできて
いないと考えられない問題ばかりである．人によっては，すごく難しく ま
たは，易しく 感じるかも知れない．

　正しいイメージとは何だろう．
　数学を表現するのには「数式」「日本語」「図」という つの形態がある．
それらを自由に行き来しながら概念を正確にイメージでき，言語化できる
ことが必要になる．また，一般的な解法のみに頼るのではなく，個別の問
題に対して最適な解法を選択することも必要になる．問題の個性を感じ取
り，必要な情報のみを抽出するのである．



3

　問題と解答を 対 対応させるような「知識・技能」重視の数学教育は
終わりを迎える．また，数学的厳密性を重視し過ぎて生徒を置き去りにす
ることも許されない．生きていくための「思考力・判断力・表現力」の育
成を意識しなければならない．その流れは

【題意を明確化，論点を抽出】
↓

【議論に必要な情報収集】
↓

【正しい推論，論証】

である．「基本解法の中から使えるものを探す」というこれまでの数学と
は頭の使い方が違う．道具頼りのこれまでの数学ではなく，工夫すること
が必要になるような数学である．ずる賢さも求められる．問題を型にはめ
るのではなく，問題に合う型を自ら作り出す．

　新しい時代に向けて，そんな問題集を作りたい．

　それが本書に込めた思いである．
　既存問題集にあるような問題は掲載していない．数学 の知識で思考
できる範囲で問題を作っているが，一部，数学 や数学 などの内容も
含まれることを注意しておく．

　各章は，基本概念の列挙，問題，解答解説からなる．問題は 人で考え
ても良いし，仲間と一緒に考えても良い．解答解説を見る前に，あぁだこぉ
だと考えてもらいたい．解答解説に先立って問題を考えるためのヒントを
挙げているものもあるので，そちらも参照しながら考えてもらいたい．そ
うして確認のために解答解説を読んでもらいたい．
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　「答えを見て丸暗記」という使い方はしないでもらいたい．「どうしてこ
んな風に考えるのか？」「自分はどうやったらこう考えられるか？」と自
問自答してもらいたい．そのヒントとなるように，解説は思考部分を重視
している．

　数学を道具として，また現象として，正しくイメージできるようになっ
てもらいたい．身に付けてもらいたいイメージについてもできるだけ詳し
く解説する．

　高校生にとって新しい数学は，定期テストでさえ暗記で乗り切れないか
ら，既存の感覚では苦しいものになるかも知れない．しかし，自分で考え
る自由度が増し，楽しさを感じることができるものになる．
　勉強はつらい反復だけではなく，問題を自分で解決する楽しいものでも
ある．本書を通じてそれを感じてくれる人がいたら，この上ない喜びであ
る．

　数学を通じて「思考力・判断力・表現力」を磨いていこう！

研伸館数学科
吉田　信夫
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2 ౘߔJJĽϱćȞɧȞɧɄૺ

　数学Ⅱ－①：「いろいろな式」で扱う概念は
　□式
　　・展開，因数分解　・二項定理　・整式の割り算　・分数式
　□等式，不等式の証明
　　・恒等式　・等式の証明　・不等式の証明　・相加相乗平均の関係
　□複素数と 次方程式
　　・解の公式，判別式　・解と係数の関係
　□高次方程式
　　・剰余の定理，因数定理　・解と係数の関係
である．
　数学をやる上で基本的な概念ばかりである．特に等式，不等式の証明
は論理性強化のために重要である．解と係数の関係や恒等式は，後の章
でも繰り返し登場する．
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問
題

問題 1-1
　等式，不等式を証明するとき， 数を式に代入して等号や大小関係が成
り立つかどうかを考えることがある．以下の各関数 について，
　①　 ならば
　②　 ならば
は成り立つだろうか？次のそれぞれの関数を与えられた範囲で考えるとき
にどうなるか答えよ．
　 は実数
　
　
　
　 　ただし， は ではない正の定数

問題 1-2

　『 が正の実数であるとき， を示せ』という問

題を次のように解いた．次の証明は正しいか？間違っているなら，おかし
い所を指摘し，正しい論証に直せ．

　　 ともに正だから，相加相乗平均の関係より

　が成り立つ．いずれも正だから，積を考えて

　が成り立つ． であるから，

　が成り立つ．
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問
題

問題 1-3
　相加相乗平均の関係は，個数が多いバージョンもある．

が正のとき， が成り立つ．　……　①

　①の証明と等号成立条件の考察を完成させるように，□部分を埋めよ．

　　 とおく． ! @ #であ　

　るから，証明すべき式は
　……　

　となる．

×$

　と因数分解できる．次の%のように$ である．

　　さらに， であるから， が成り立つ．

　　 で等号が成り立つのは， が^を満たすときで，それ
　は ということである．
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問題 1-1
　等式，不等式を証明するとき， 数を式に代入して等号や大小関係が成
り立つかどうかを考えることがある．以下の各関数 について，
　①　 ならば
　②　 ならば
は成り立つだろうか？次のそれぞれの関数を与えられた範囲で考えるとき
にどうなるか答えよ．
　 は実数
　
　
　
　 　ただし， は ではない正の定数

【解答・解説】
　各関数について のグラフを描いてみよう．
　①は「 つの の値をとる が つしかない」という意味である．「ど
んな の値でも，その に対応する は つであるか？」という見方を
しよう．
　②は「代入する の値が大きいと， の値は必ず大きくなる」という意
味である．単調増加ということである．
　この観点がなかった人は，改めて考えてみよう！

【解答・解説】
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1 　①は成り立たない．例えば， となる は の つ
　がある．
　　②は成り立たない．例えば， であるが， で，
　 である．
　① ②ともに成り立つ．単調増加だからである．
　①は成り立たない．例えば， となる は の

　つがある．
　　②は成り立たない．例えば， だが，
　で， である．

　①は成り立つが，②は成り立たない．単調減少だからである．「
　ならば 」は成り立つ．
　 なら単調増加であるが， なら単調減少である．

　　①は， の値によらず成り立つ．
　　②は， なら成り立ち， なら成り立たない．

■

※　本書の最初の問題ということで，全編を通じて大事になる観点を１つ
　述べておきたい．等式の種類についてである．
　　 は実数とする．次のように，いくつかの種類がある．
　①　 のように，特定の数値を代入すると成り立つもの
　②　 のように，どんな数値を代入しても成り立
　　つもの
　③　 のように，どんな数値を代入しても成り立たないもの
　④　 のように，図形の方程式で，すべての で成り立つ
　　わけではないが，無数の で成り立つもの
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　などである．
　　①は方程式である．②は についての恒等式である．④は放物線の
　方程式である．

　ただし， は実数の定数
　は，どのタイプだろう？方程式として解くと，

　 　 のとき， である．この でのみ成り立つ等式であるから，

　　①のタイプである．
　 　 のとき， である．
　　・ のとき，どんな でも成り立たないから，③のタイプである．
　　・ のとき，どんな でも成り立つから，恒等式である．つまり，
　　②である．

　　しかし， の も， 平面における直線の方程式と見ることも

　可能である．つまり，④のタイプである．
　　このように，前後の文脈がないと，どのタイプであるかを確定させる
　のは難しい．しかし，“恒等式”と“方程式”は区別しておきたい．
　　例えば， を解くときに，

　∴　
　と書くと，

　…②のタイプ
　…①のタイプ

　となり，ひとつながりの式の中で①と②の“ ”が混在してしまう．こ
　ういう状態は避ける方が良い．
　　他には，２次関数のグラフを考えるのに平方完成するとき，

　とすると，
　…④のタイプ

　…②のタイプ
　となってしまう．意識せず混在させていることはないだろうか？
　　方程式と恒等式の混在を避けるためには
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　∴　
　と並記する．または，

　∴
　と式変形 恒等式 は別にする．
　　ミスを減らすためにも，「方程式」と「恒等式」を分けることは心が
　けておくと良い．
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問題 1-2

　『 が正の実数であるとき， を示せ』という問

題を次のように解いた．次の証明は正しいか？間違っているなら，おかし
い所を指摘し，正しい論証に直せ．

　　 ともに正だから，相加相乗平均の関係より

　が成り立つ．いずれも正だから，積を考えて

　が成り立つ． であるから，

　が成り立つ．

【ヒント】
　 以上であることから， 以上であることは分かるだろうか？ 以上で
あることが分かれば， 以上であるが…．
　相加相乗平均の関係での論証を精密にするには，等号成立条件を考えて
おくことが重要である．　
　この観点がなかった人は，改めて考えてみよう！

【解答】

　間違っている． から を導くこ

とはできないからである．
　以下で証明を修正する．
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である． であるから，相加相乗平均の関係より

が成り立つ．よって，

が成り立つ．
■

※　相加相乗平均の関係を用いた

　において，等号が成立する条件は順に

　である．これらを両立する は存在しない．だから，

　は，とりうる値の範囲を表す不等式ではない のように大小を表す
　不等式としては正しい ．「右辺を より大きい数に変える方法があるは
　ずだ」と考えることができる．相加相乗平均の関係を 回使うことが等
　号不成立の原因だから，回使うだけにするよう，まず展開するのである．
　　相加相乗平均の関係を使わずに

　としても構わない．相加相乗平均の関係を証明しているのと同じである．
　中途半端な理解で公式を使うよりはずっと良い．
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※　前問の解説部分では等号について考えた．
　　ここでは，不等式の種類について考えてみたい．
　　 は実数とする．不等式にもいくつか種類がある．大まかには
　!　特定の値を代入すると成立するもの 等式での方程式に対応
　@　常に成り立つもの 等式での恒等式に対応
　である．
　　少し細かく見ると!の仲間としては，
　　・ のように，どんな数値を代入しても成り立たないもの
　　・関数 の定義域としての のようなもの
　　・ のように，領域を表すもの すべての で成り立つわけ
　　　ではないが，無数の で成り立つ
　がある．@は，
　　・ のように，とりうる値の範囲を表すもの どんな数値を代入
　　　しても成り立ち，その範囲のすべての値をとる
　　・ のように，どんな数値を代入しても成り立つが，とりうる
　　　値の範囲ではないもの
　がある．
　　キッチリと分類するのは難しいが，意識はしておきたい．
　　例えば， が必ず成り立つが，とりうる値の範囲は， である．
　　不等式の証明では，「変域」であることを示すのではない．本問では

　を示した．そこで「等号成立条件」に関する言及が無かったことに気付
　いただろうか？「常に成り立つ不等式」であることを示せば良く，「変域」
　であるかどうかを調べるのではないから，等号が成り立つことがあるか
　どうかは気にしなくても良い．実際には， のときに等号が成り立
　つから， は最小値になっている．
　　一方，

　は，「常に成り立つ不等式」ではあるが，「変域」を表す不等式ではない．
　等号成立する が存在しないのである．そして，正しい不等式である
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　が，示したいものではなかった．
　　答案において，等号成立条件について言及する必要があるのはどうい
　うときだろう？
　　証明した不等式を，最大値や最小値を求めるのに使いたいときには，
　等号成立条件を確認する．
　　本問のように，相加相乗平均の関係を利用するときには特に注意を要
　する．本問では

　が必ず成り立ち， のときに等号成立するから，

　の最小値は である．

　　しかし， は「変域」だろうか？とりうる値の範

　囲とは， が「常に 以上で，しかも， 以上のすべて

　の実数値をとる」という意味である．例えば，

　となることはあるのだろうか？ はどこまでも大きな値をとれるか

　ら， もどこまでも大きな値をとることはできる．だか

　ら， はとりうる値の範囲を表す不等式である．

　　このように，「常に成り立つ不等式」であることと「変域を表す不等式」
　であることの間には，とても大きな違いがある．
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問題 1-3
　相加相乗平均の関係は，個数が多いバージョンもある．

が正のとき， が成り立つ．　……　①

　①の証明と等号成立条件の考察を完成させるように，□部分を埋めよ．

　　 とおく． ! @ #であ　

　るから，証明すべき式は
　……　

　となる．

×$

　と因数分解できる．次の%のように$ である．

　　さらに， であるから， が成り立つ．

　　 で等号が成り立つのは， が^を満たすときで，それ
　は ということである．

【ヒント】

　 乗根の定義を思い出そう． の実数解が， の 乗根 である．

　%がこの証明の要となる．等号成立条件は，最後に書かれているよう
に ，つまり， のときである．ここから逆算できると良い．
　問題文は最後まで読んでおくと，だいたいの流れを把握することができ
るし，重要な情報が得られることもある．
　この観点がなかった人は，改めて考えてみよう！

【解答・解説】
　 乗して，

　……　! @ #

であるから，証明すべき式は
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　∴　 　……　

である．因数分解すると

　……　$

である．後半部分$について， 以上であることを示す % ．

が成り立つ． であるから，

　∴ 　……　
が成り立つ．等号が成立するのは

　∴ 　……　^

のときである．以上から，

が成り立ち，等号が成り立つのは

のときである．
■
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あとがき

　これまでの数学とこれからの数学は大きく異なる．
　数学が苦手な人にとって，基本知識の定着，繰り返し学習と，苦行で
しかなかった数学の勉強．正しいイメージ付けを重視し，現象として定
性的に数学を捉えられることが，これからの数学学習で重視されなけれ
ばならない．これが数学嫌いを減らすチャンスになるかも知れない．
　本書は，そのことを伝える問題集として作成した．
　頭を使わないと答えられないよう，引っかけ問題を作ったり，嫌がら
せの要素もふんだんに盛り込んだ．また，数学概念のイメージを身をもっ
て実感してもらうような問題も入れた．
　何度も繰り返し解いて定着させるような問題集ではないが，嫌がらせ
対応モードで数学に接する機会は少ないので，忘れたころに解き直して
もらえるのは良いことだ．その際も，できるだけ記憶を頼りにせず，よ
く問題を読んで，慎重に判断し，正しく推論してもらいたい．
　本書が新時代の高校数学の つの基準となれば，筆者として嬉しく思う．

　本書の作成にあたり，東京出版の飯島康之さん，坪田三千雄さんには
企画から内容の吟味までお世話になりました．また，問題 3-16では，
亀井喜久男先生が描かれていた図を参考にしました．問題 3-17では竹
内英人先生が出題された問題を参考にしました．
　これまで関わったすべての方々に感謝申し上げ，本書を捧げます．あ
りがとうございました．
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